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Resolucion de Modelos multicompartimentales con R

José Enrique Martin Garcia (Doctor Ingeniero Industrial)

Sinopsis

Muchos procesos pueden ser analizados matemdticamente por medio del Andlisis compartimental o de
cajas. Se trata de la descomposicion de un proceso o fendmeno en un niimero finito de partes llamadas
cajas o compartimentos que interactiian entre si a través de intercambio de un flujo. El flujo puede
consistir en transmision de sustancias quimicas, particulas, dinero, microbios, individuos de una poblacién,
etc. Matemdticamente va a consistir en un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias con coeficientes
constantes.

El andlisis compartimental tiene numerosas aplicaciones en ecologia, farmacia, reacciones quimicas,
economia, dosimetria interna, etc.

Recientemente se han implementado en R varios métodos para resolucion de ecuaciones diferenciales entre
los que se incluye el paquete deSolve (soetaert, Petzoldt and Setzer 2010). Que contiene funciones para
resolucion de problemas de ecuaciones diferenciales con valores iniciales.

1. Introducciéon
Un modelo compartimental normalmente se representa por un diagrama de bloques, donde los
bloques, cajas o compartimentos se representan por circunferencias, o cuadrilateros, y por flechas los
intercambios de compartimentos entre si y entre los compartimentos y el exterior.

Il(t) k.]7 IZ(t)
—® Compartimentol | > Compartimento2
‘_—.

Kso l k2 lkm

Figura 1 Modelo compartimental de dos elementos

Un ejemplo muy simple es el formado por dos compartimentos como se muestra en la Figura 1. Este
modelo estd formado por los compartimentos 1y 2, con entrada en ambos compartimentos
representadas por las funciones, I1(t) y I,(t). De forma general suponemos que hay transferencias
desde 1 a2 y desde 2 a 1, con coeficientes de transferencia, respectivos, ki, y kz1. Desde los
compartimentos ademas hay eliminacion hacia el exterior representados por los coeficientes ko y Koo.

La evolucion de la magnitud que se quiera contralar en cada compartimento (n° de particulas, dinero,
n° de virus, sustancias quimicas, microbios, gallinas, etc.) vendra dada por:
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En el compartimento 1:

% — Entradas a C1 — Salidas de C1

Entradas a C1 = Entrada desde C2+ entrada desde el exterior-
Salidas de C1 = Trasferencia hacia C2 + salidas de C1 hacia el exterior

En el compartimento 2:

% — Entradas a C2 — Salidas de C2

Entradas a C2 = Entrada desde C1+ entrada desde el exterior
Salidas de C2 = Trasferencia hacia C1 + salidas de C2 hacia el exterior

Las salidas del compartimento llevan signo negativo. Por ejemplo para el compartimento 1 la tasa de
transferencia de 1 a 2 en el instante t viene dada por ky,-C1(t) y la salida de 1 al exterior viene dada
por kio-C1(t). Las dos entradas al compartimento 1 son: una desde el compartimento 2 dada por
ko1-C2(t) y otra desde el exterior del sistema dada por I4(t) (el exterior del sistema podria simularse
como otro compartimento mas). Por tanto:

dC.
d_tl = k!l . C:(t} + fl(t} — klg 0 Cj_(t} - IE‘:1I:.'l : Cl(t}

De la misma forma para el compartimento 2, nos quedaria:

dc,
dt

=kqo - C(8) + Io(t) — oy - Colt) — kg - Ca(t)

Estas ecuaciones junto con las condiciones iniciales: C;(0), C,(0), que representan la cantidad
existente en cada compartimento en t = 0, constituyen lo que es el modelo compartimental.

2. Ecuacion general
Extendiendo las ecuaciones anteriores a un sistema con n compartimentos y nos fijamos en el
compartimento i, puede existir flujo entrante hacia i procedente desde otros compartimentos del
sistema y desde el exterior; asimismo, puede existir flujo saliente por transferencias desde i hacia
otros compartimentos del sistema, asi como por salidas desde i hacia el exterior. Por tanto la
dindmica de intercambio de material en este i-ésimo compartimento esta dada por
L

T Tasa de flujo que entra - Tasa de flujo que sale

Donde Ci(t) es la cantidad presente en el compartimento i en cualquier instante t>0. Esta ecuacion es
conocida como ecuacion de balance de masa.

Al coeficiente de transferencia desde el compartimento i al compartimento j se denomina kij;.

La tasa de transferencia desde i a j en el instante t viene dada por k; Ci(t). El exterior del sistema se
representa por “0”; por lo que el coeficiente de transferencia desde i al exterior es kj,, entonces la
salida dgsde i al exterior en el instante t estd dada por ki, Ci(t).

dc,
}':1 _:|:1
J=i

JEi
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3. Resolucion de modelos compartimentales

La resolucién de los sistemas compartimentales lineales con coeficientes constantes se puede
abordar de distintas formas:

1. Por medio de técnicas clasicas, calculando autovalores y autovectores de sistemas de
ecuaciones diferenciales con coeficientes constantes. Este método se aplica especialmente a
los casos de incorporaciones al sistema puntuales (Ci(t)=C0, en t=0) o incorporaciones
continuas constantes.

2. Utilizando métodos de transformada de Laplace especialmente cuando las incorporaciones al
sistema son variables en el tiempo.

3. Utilizando métodos numéricos aplicables en sistemas en los procedimientos que los
procedimientos 1y 2 son de dificiles de utilizar.

4. Aplicacion de formulas que dan la solucion directa, obtenidas por algunos de los métodos
anteriores, a sistemas que cumplen determinadas condiciones.

Existen programas informaticos de calculo matematico que incluye la posibilidad de célculo
simbdlico y numérico que facilitan la aplicacion de los métodos anteriores a través de algoritmos que
ya estan implementados y permiten resolver los sistemas de ecuaciones diferenciales de una forma
muy sencilla. Entre estos programas cabe detacar: Mathematica (Wolfram 1999), Matlab, Mathcad,
Octave y, por supuesto R.

Recientemente se han implementado en R varios métodos para resolucion de ecuaciones
diferenciales entre los que se incluye el paquete deSolve (Soetaert, Petzoldt and Setzer 2010), que
contiene funciones para resolucién de problemas de ecuaciones diferenciales con valores iniciales.

4. Desintegracion radiactiva

En 1900 Rutherford sugirié que el ritmo de emision radiactiva de una sustancia disminuye
exponencialmente con el tiempo. Los procesos radiactivos son aleatorios. La velocidad de
desintegracion sera el ritmo de cambio del nimero de nicleos radiactivos en funcion del tiempo
transcurrido, es decir:
. . ., N-N, AN
Velocidad de desintegracion = ——— = —
L —ig At
Se puede comprobar (Rutherford y Soddy, 1902) que esta velocidad es proporcional al nimero de
ndcleos existentes, es decir:
AN

— = AN
At

donde A es llamada constante de desintegracion, caracteristica de cada nicleo y cuyas unidades son,
enel S.I., s™. Si reordenamos la ecuacion y consideramos intervalos de tiempo infinitesimales, los

incrementos pasan a diferenciales:
AN yields AN

= —Mt—— — = —Adt
N N

Si queremos conocer el nimero de nucleos (N) que quedan después de un tiempo (t), siendo NO el
numero de ndcleos al principio, debemos integrar

I

n Yt
n__
No

N = Nye™
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Las dos ultimas ecuaciones son dos formas de expresar la ley de desintegracion radiactiva.

Desde el punto de vista del modelo multicompartimental, la desintegracion radiactiva se puede
interpretar como una transferencia al exterior. Asi, para un is6topo de constante de desintegracion
radiactiva A, la eliminacion desde el compartimento i al exterior en el instante t esta dada por (kio+ A)
Ci(t) siendo k;, otra constante de eliminacion o de transferencia al exterior desde el compartimento i.

Consideremos un radionuclido A que se desintegra en otro B. Podemos representar el fenGmeno por
dos compartimentos A—B.

Si el radionucleido B también es radiactivo podemos tener lo que denominamos series radiactivas;
gue es lo que pasa con la desintegracion inicial del 238U o 232Th que les siguen una serie de
desintegraciones radioactivas.

La cantidad de nlcleos hijos se determina mediante dos procesos: la desintegracion radioactivay la
acumulacién radioactiva por la desintegracion del ndcleo progenitor, respectivamente.

Supongamos que tenemos dos radionucleidos el padre A con una constante de desintegracion A,y el
hijo B con otra constante de desintegracion diferente A, Sean N; el nimero de 4&tomos radiactivos
del is6topo Ay N, el nimero de 4tomos radiactivos del isotopo B. El sistema de ecuaciones
diferenciales que rigen este proceso es:

dn,

e - Al

dN,
dt

= _AQNE +.;|41N1

Las soluciones de las ecuaciones diferenciales seran:
Nl — Nll} . E—ﬂ.-_t

N, = # Nf‘ ; .[e—zl-_r — E—A-_r} + N_ﬂ? ; (E—A:r}

oA A

Siendo N’ y N,° los niimero de 4tomos de los radionucleidos A y B respectivamente, en el instante
t=0. Si aplica la condicién inicial de que la el namero de 4&tomos del radionucleido B es cero en el
tiempo inicial (N, = 0), resulta:

A

N: = —NID . {E_‘L—r — E—JL_K}

Az — A4
La actividad de un radionucleido i viene dada como:

Afz"lf-Nf

Por lo tanto la actividad de los radionucleidos A y B vendra dada como.
Ay =X - Ny = A7 - e~ At

Ny = lﬂj‘-’:‘ ; {E—A-_r_ E—.L_r}

A
Az— A

L=,
- -
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Se deduce que el cociente entre A, y A, es el factor dominante que determina la evolucion de la

actividad del nucleo hijo en funcion del tiempo. A continuacion se mencionan brevemente los 3
casos posibles de este cociente.

4.1. Equilibrio secular
Este tipo de relacion entre la actividad del nlcleo progenitor y del hijo tiene lugar cuando el periodo
radioactivo del ndcleo progenitor es infinitamente mas grande que la del ndcleo hijo. Tal sucede por
ejemplo con las relaciones entre los is6topos de largo periodo del uranio y el torio, 238U, 235U y
232Th y sus productos de desintegracion:
M <<k

AQ::AE-(E‘AJ-—E‘Aﬁ}

ParaA; =0
Ay =4 (1-emhf)

Para t—oo con Azt — o= |a actividad del radionucleido hijo B quedara:
Ay =AY (e 4t) = 4,

La actividad tanto del progenitor como del hijo se igualan.

El programa en R es el siguiente

## Modelo multicompartimental
Tibrary(deSsolve)
## definimos la ecuacidén diferencial
HIV_R <- function (pars, P_0 = 10000, H_O0 = 0) {
derivs <- function(time, y, pars) {
with (as.list(c(pars, y)),
dP <- -laml*Pp
dH <- Taml*P-lam2*H
;gturn(]ist(c(dP, dH)))

# CONDICIONES INICIALES
y <- ¢(P = P_0, H = H_0)

times <- c(seq(0, 0.8, 0.1), seq(l, 3, 0.1))
out <- ode(y =y, parms = pars, times = times, func = derivs)
as.data.frame(out)

# Indicamos Tos valores de Tambda 1 y 2 (solo ponemos)
pars <- c(laml= 10., Tam2 = 100.)
out <- HIV_R(pars = pars)

## DIBUJO DE LAS GRAFICAS
## par(mfrow = c(2, 1))
plot(out$time, out$P, main = "Desintegracion Radiactiva", ylab = "N°

Radionucleidos",

xlab = "tiempo", type = "b",pch=20, col="red")
Tines(out$time, out$H, col="blue",pch=18,type = "b")
Tines(out$time, out$H+out$P, col="green")

Tegend(2, 8000, c("padre", "hijo","total"), pch=c(20, 18),
cex=.8, col=c("red", "blue","green"))
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y como resultado tenemos la siguiente gréfica

Desintegracion Radiactiva
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Figura 2 Modelo desintegracion equilibrio secular.

4.2. Equilibrio transitorio
En este caso, el periodo del nicleo progenitor continua siendo méas grande que la del hijo aunque no
infinitamente mayor:

M <Ay

Si se considera la condicidn de que la actividad es cero en el tiempo cero, el crecimiento del nucleo
hijo se expresa segln

Az - -
AE=A2'N:=HAE'{E ey

Después de un tiempo suficiente como para que la actividad del nucleo descendiente
sea mayor que la del precursor se llegara, como era de esperar, a un estado estacionario.

A, =LAE‘. '[e_‘l‘—*}z Az

—4A
Ay — Ay Ao— A T

En el programa en R anterior modificamos la siguiente linea:

# Indicamos Tos valores de Tambda 1y 2 O
# pars <- c(Tlaml= 10., Tam2 = 100.)
pars <- c(laml= 1., lam2 = 1.5)

y como resultado tenemos la siguiente grafica
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Desintegracion Radiactiva
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Figura 3 Modelo desintegracion equilibrio transitorio

4.3. No-equilibrio
En este caso el periodo radioactivo del ntcleo hijo es mayor que la del progenitor:
A > A,
La actividad del nucleo hijo crece segun:
A= ﬁﬂf- {e‘*’l‘—* — e"‘z*}

Al final, después de un intervalo de tiempo suficientemente grande, s6lo quedara la actividad del
nucleo hijo, ya que la actividad del progenitor desaparece a una velocidad superior.

En el programa en R anterior modificamos la siguiente linea:

# Indicamos Tlos valores de Tambda 1y 2 (O
# pars <- c(laml= 10., Tam2 = 100.)
pars <- c(laml= 1., lam2 = 0.5)

y como resultado tenemos la siguiente gréfica
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Figura 4 Modelo desintegracion No-equilibrio.
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5. Modelizacion compartimental aplicada a dosimetria interna

En dosimetria interna se utilizan modelos compartimentales para predecir la distribucién de isétopos
en el cuerpo humano. La Comisién Internacional de Proteccion Radioldgica (siglas ICRP en ingles)
utiliza modelos compartimentales con coeficientes de transferencia constante.

Podemos decir que para un isétopo y via de incorporacién concreto aplica un modelo
compartimental que esta caracterizado por un diagrama de flujo y por unos pardmetros, constantes.
El modelo resultante matematicamente se representa por un sistema de ecuaciones diferenciales
ordinarias de coeficientes constantes.

La determinacion de las dosis resultantes de una contaminacion interna requiere conocer el
comportamiento metabolico de los radionucleidos incorporados para, a partir de ahi, caracterizar
matematicamente los procesos de retencion y eliminacion de dichos radionucleidos en el organismo.
Evidentemente, dada la variedad de procesos que condicionan el metabolismo de los radionucleidos
incorporados, dicha caracterizacién matematica va a resultar de gran complejidad y, por ello, no hay
mas remedio que aplicar hipotesis simplificadoras, que constituyen la base de los denominados
“modelos biocinéticos”

Para caracterizar matematicamente la transferencia de actividad entre los distintos compartimentos
hay que tener en cuenta, para cada uno de ellos:
- Laactividad que entra al mismo desde otro compartimento o desde el exterior.
- Laactividad que desaparece del mismo como resultado del proceso de desintegracién
radiactiva y de los procesos de eliminacion biolégica del organismo.

Estos modelos multicompartimentales aumentan en complejidad en el caso que los radionucleidos
incorporados presenten descendientes radiactivos. Para abordar esta problemética la ICRP viene
asumiendo la hipotesis de que los descendientes radiactivos tienen el mismo comportamiento
metabolico que el radionucleido precursor. Se asume que el radionuclido padre tiene un
comportamiento metabdlico similar al del is6topo estable de dicho radionucleido.

En la aplicacion practica de estos modelos las principales dificultades surgen a la hora de
caracterizar los parametros que regulan los procesos de transferencia entre compartimentos. Tal
caracterizacion requiere considerar una gran variedad de aspectos que afectan tanto a las
caracteristicas del individuo contaminado (pardmetros anatémicos, caracteristicas fisioldgicas, etc.),
como al propio proceso de incorporacion (via de incorporacion, forma fisica y quimica del
contaminante, etc.).

La ICRP modeliza el cuerpo humano dividiéndolo en tres sistemas:
a) Un modelo aplicable al tracto respiratorio
b) Un modelo aplicable al tracto gastro intestinal (en vias de revision),
c) Unos compartimentos sistémicos, que son especificos de cada elemento o grupo de
elementos.

A partir de los tres sistemas anteriores se construye un modelo compartimental que normalmente
estard formado por un gran nimero de compartimentos. Por ejemplo: la modelizacion de la cinética
del uranio utiliza mas de 50 compartimentos y sus correspondientes constantes de transferencia. El
problema es que no por utilizar mas compartimentos se representa mejor la biocinética de un sistema
y en cambio se introducen mas incertidumbres asociadas a las constantes que intervienen. Por lo
general los modelos que implican un gran nimero de compartimentos no estan soportados
por un numero de datos experimentales suficientes y modelos méas simples permiten obtener
resultados similares.
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5.1. Modelo metabdlico del I-131 por ingestion
Para demostrar como se pueden implementar estos modelos en R vamos a realizar un ejercicio muy
sencillo relacionado con el comportamiento del radionucleido 1-131 en el cuerpo humano después de
una ingestion accidental.

El modelo metabdlico propuesto por la ICRP en su publicacidon n® 30 asume gue el radionucleido
pasa del estdbmago al intestino con un tiempo medio de retardo de 1h; donde pasa directamente a la
sangre. Una fraccion del yodo en la sangre (30%) pasa directamente al tiroides y el resto se excreta
por la orina. Desde el tiroides el yodo se distribuye uniformemente por todo el cuerpo, donde el 90%
pasa de nuevo a la sangre (formandose un ciclo). Los periodos medios de residencia en los diferentes
compartimentos van a ser:

Sangre: 0,25d.
Cuerpo: 12 d.
Tiroides: 80 d.

La figura 2 muestra el modelo metabdlico del 1-131 en adultos con los 6 compartimentos descritos
anteriormente. Vamos a tener en cuenta que el 1-131 tiene un periodo de semidesintegracion de 8,04
dias o lo que es lo mismo A=In(2)/8.04. La unidad en tiempo en que vamos a trabajar va a ser en dias
por lo que las constantes de transferencia entre compartimentos y la constante de decaimiento
radiactivo las vamos a definir en (d™)

k:1 O3k2
1 2 3
Estomago Sangre Tiroides
0.9k4 K3
Ky =24d*
1 4
Cuerpo
K, = In(2)/0,25d™
Ks = In(2)/80d" 0.7k 0.1kq
\ 4
Ks =In(2)/12d™
5 6
Orina Heces

Figura 5 Modelo metabdlico del 1-131 por ingestion.

La implementacion de este modelo en R es:

## Modelo multicompartimental I-131 Ingestion
Tibrary(desolve)

## Actividad inicial en cada compartimento
HIV_R <- function (pars,

E_0 = 10000,

(e Xe]

(oY e]

0 {

++++++VVVYV

TON—HWw

QOO OO
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derivs <- function(time, y, pars) {
with (as.list(c(pars, y)),

dE <- -k1*E-lam*E

ds <- k1*E-Tam*sS + 0.9*%k4*C - k2*S

dT <- 0.3%k2*Ss - k3*T - lam*T

dc <- k3*T -k4*C - Tam*C

do <- 0.7*%k2*s - Tam*0

dH <- 0.1%k4*C - Tam*H
rgturn(]ist(c(dE, ds, dT, dc, do, dH)))

# CONDICIONES INICIALES

y <- c(E=EO0, S=50, T=T0, C=¢C0, 0=0_0, H=H_0)
# tiempos e intervalos de integracién

times <- c(seq(0, 0.8, 0.1), seq(2, 60, 2))

out <- ode(y =y, parms = pars, times = times, func = derivs)
as.data.frame(out)

# parametros de transferencia

pars ;— c(kl = 24., k2 = 2.77, k3 = 8.66€E-03, k4 = 0.0577, lam = 0.0862,
= 900

out <- HIV_R(pars = pars)

## DIBUJO DE LAS GRAFICAS

par(mfrow = c(2, 2))

VHVVVVSVVHtt+++++++++++++++

plot(out$time, out$0, main = "Orina", ylab = "Orina",

xlab = "tiempo dias", type = "b")

plot(out$time, out$s, main = "Sangre", ylab = "Sangre", xlab = "tiempo
dias", type = "b")
> plot(out$time, out$T, main = "Tiroides", ylab = "Tiroides",
+ xlab = "tiempo dias", type = "b")

"tiempo

> plot(out$time, out$C, main "Cuerpo", ylab = "Cuerpo", xlab

dias", type = "b")

Que da como resultado las siguientes gréficas:
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Figura 6 Evolucion de la actividad del 1-131 en diferentes partes del organismo por ingestion.
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6. Modelizacion compartimental aplicada a infeccion virica por sida

En este caso vamos a modelar como se comporta el virus del sida en las células sanguineas humanas.
El modelo va a constar de tres compartimentos: Células T no infectadas, células infectadas | (CD4
+linfocitos T) y virus libres en la sangre (V). EI modelo se comporta de la siguiente forma: las
células no infectadas vana a ser generadas por el cuerpo (principalmente en el timo) a una tasa “A” y
van a morir a una tasa constante “p”’; ademas se van a infectar. El proceso de infeccion es
proporcional al producto del nimero de células que no estan infectadas (T) y el nimero de virus libre
en el torrente sanguineo por un parametro “B”. Las células infectadas mueren a una tasa “3” y en su
muerte liberan “n” virus. Los virus a su vez van a desaparecer con una tasa “c”.

Después de observaciones en laboratorio y experimentos se toma como condicién inicial:

_ VE; +CVD

D_ ind
no

Donde V, es la primera derivada del nimero de virus estimada en t=0.

El modelo se representa en la siguiente figura:

Células T

Infectado

TV
o ()

Virus
(V)

clV

Figura 7 Modelo de infeccion del virus del sida en la sangre humana.

Las ecuaciones diferenciales que rigen el modelo son las siguientes:

dT
— =A—pT— BTV

dt

al _ TV —al

ac= P ¢

v 51 — eV TV
i nél — ¢ 5

El codigo en R del modelo es el siguiente:
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VIV+HVVVOV+++++++++++++++VV

Tibrary(deSolve)

HIV<- function (pars, V_0 = 60000, dv_0 = -20075, T_0 = 100) {

derivs <- function(time, y, pars) {

with (as.list(c(pars, y)), {

dT <- Tam - rho * T - bet * T * V

dI <- bet * T * vV - delt * I

dv <- n * delt * I - c *V - bet * T * V
;gturn(]ist(c(dT, di, dv), Togv = Tog(V)))

# initial conditions

I_0 <- with(as.list(pars), (dv_0 + c * V_0) / (n * delt))
y <- c(T=T7T0, I=1I0,V-=VD0)

times <- c(seq(0, 0.8, 0.1), seq(2, 60, 2))

out <- ode(y = y, parms = pars, times = times, func = derivs)
as.data.frame(out)
p§rs <- c(bet = 0.00002, rho = 0.15, delt = 0.55, ¢ = 5.5, 1lam = 80, n =
00
out <- HIV(pars = pars)
par(mfrow = c(1, 2))
plot(out$time, out$logv, main = "carga viral", ylab = "log(V)",
xlab = "tiempo", type = "b")
E;9§(out$time, out$T, main = "Cb4+ T", ylab = "-", xTab = "tiempo", type
par(mfrow = c(1, 1))
carga viral CD4+ T
% = | ,.fo Ooomooooooooooooo
= ]
= \ - /
o ] OI‘O oooom‘x’ooooowmooo ‘% B O/
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Figura 8 Evolucion de la carga viral y de las células no infectadas
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